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Tous les candidats doivent traiter les questions de 1 a 9.
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options génie civil et génie mécanique.

Les questions qui ne correspondent pas a I’option du candidat ne seront pas
corrigées.
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Soient f et g les fonctions définies sur R par f(x) = cos(x) et g(x) =

Question 1

deux réels.
Ty V2
(A) Ona f' (%):7. )
!/
B) Onag\/(_z) —w(l—Z)k
2 T T
© Slk_? alorsf(z) :g(z).
2 _ (Y _ (T
(D) Slk—7 etw=-1, alors f (Z)—g (4)
(E) Slk‘T w =1, alors la fonction & définie sur R par
| f(x) six=m/4
h(x)_{ glx) six>m/4

Soit n un entier naturel. On pose Q(x) =

A)

(B)
©)
(D)

(E)

e (x—

%), ol k et w sont

a pour représentation graphique sur [-3;3] la courbe %, ci-dessous.

y
1 A

Question 2
n

Y xk.

k=0

OnaQ'(x) =

n
kxk+1.

Ona(l1-x2Qx)=1-x)0-x"")=1-x—x""1+x""2,
Ona(l1-x2Q (x)=nx""'—(n+1)x" +1.
En dérivant deux fois dans la formule (1 — x)zQ’ (x) =nx

200+ (1 -02Q"(x)=n?*(n+1)x" 1 -

k=1 2
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n+l

—(n+1)x"+1, on obtient

nn-1)n+1)x"2



Question 3

On se propose d’étudier la convergence et éventuellement de calculer I'intégrale
+00 1
I:f ln(1+—2)dt
0 t

f—o00 t2 )

1 1
(A) Onaln 1+§ ~

1
(B) On aln(l + ?) ~. —1In(#).

t—0
(C) Lintégrale I diverge.

(D) Soient a, b deux réels strictement positifs tels que a < b. A'aide d’une intégration par
parties, on montre que

fbl (1+ !
n —_—
a r?

dt=

b b1
+2f 5 dr.
a a 2+1

1
tIn|1+ ?
(E) Onal=m.

Question 4

Pour un entier naturel 7, on se propose d’étudier la convergence et éventuellement de cal-

+00 1 1
culer I'intégrale I,, définie par I, = f —exp (——) dx.
o x" X

1 1 1
(A) Ona ﬁ exp (—;) x—>~+oo ﬁ
B) Ona lim iex (—1) =1
( oor o P '
(C) Pour tout entier n = 2, I'intégrale I,, converge.
(D) Alaide d'une intégration par parties, on montre que pour tout 7 =2, on a
1

I, = ﬁliﬂl-

(E) Pour tout entiern=2,ona I, = n!
Question 5

Soit le polynéme P(z) = z* — 423 +9z% + 16z — 52. On admet que P posséde deux racines
réelles opposées a et —a (a # 0) que 'on déterminera. On en déduira la factorisation P(z) =
(2% — a®)(z* + bz +c), en calculant les réels b et c. On montrera enfin qu'’il existe deux racines
complexes conjuguées z; = re' et z, = re™, et on calculera r et cos(6).

(A) OnaP(a)—P(-a) = —8a(a® - 4).

(B) Onab=2etc=13.

(C) Le discriminant de I'équation z? + bz + ¢ = 0 avec les valeurs de b et ¢ calculées est
A =-36.

(D) Onal{zy, 2z} =1{2-3i,2+3i}.

3
(E) Onar=+v13etcos@) = —.
V13
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Question 6

Soit la fraction rationnelle
2x—2

x(x-2)
On se propose de chercher les solutions sur I =]2, +oo[ de I'’équation différentielle sans se-
cond membre

F(x) =

y'(x) - F(x)y(x) =0, (H)

puis de résoudre I’équation différentielle avec second membre
y'(x) = F(x)y(x) = x. (E)
, . 1z . 1 1
(A) La décomposition en éléments simples de F(x) est F(x) = —+ —.
X

x—2
(B) Lafonction u(x) = vx(x —2) est une solution de (H).
(C) Si y(x) = x(x—2)K(x) est une solution de (E), alors K'(x) =

x(x-2)
(D) Les solutions de (E) sont de la forme

y(x)=(In(x-2)+C) x(x-2),

ou C est une constante.
(E) Toutes les solutions y de (E) vérifient lir121 y(x)=0.
xX— +

Question 7

Soit la transformation f: C\ {—i} — C\ {1}, définie par

z—1i
f@= zZ+i
On pose z = x +iy avec x et y dans R. On note M le point d’affixe z dans le plan complexe P
muni du repére orthonormé (O;T, j). On cherchera I'’ensemble E c P des points M d’affixe z
tels que |f(z)| =1.
On cherchera ensuite I'’ensemble F c P des points M d’affixe z tels que | f (z)| =1/3.0n
vérifiera que I'équation obtenue est celle d'un cercle du plan P, dont on précisera le centre
Q et le rayon R.

(A) Onalz+il? :x2+y2+1.

(B) L'ensemble E est'axe réel (Ox).

(C) Lensemble F admet comme équation x? + y* + 2y +1=0.
(D) Le centre de F est Q2 de coordonnées (0,5/4).

(E) Lerayonde F est R =3/4.
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Question 8

Deux composants électroniques A et B sont reliés par un réseau. Ils s’envoient des impul-
sions suivant le protocole suivant :

— FEtape 0. Le composant A envoie une impulsion 4 B. Le composant B réagit de maniére

aléatoire :
1. Avec une probabilité py = % =271 ilrépond a A. Dans ce cas, on passe a1'étape 1.
2. Avec une probabilité 1 - pg = % =1-271, il ne répond pas. Dans ce cas, I'échange
s’arréte.

— FEtape 1. Le composant A envoie une impulsion 4 B. Le composant B réagit de maniére
aléatoire :

1 — 2—1/2

1. Avec une probabilité p; = 7

, il répond a A. Dans ce cas, on passe a
I'étape 2.

L

s =1- 2712 il ne répond pas. Dans ce cas,

2. Avec une probabilité 1 -p; =1-
I’échange s’arréte.

— FEtape n. Cette étape se déroule de maniére analogue aux étapes 0 et 1, mais la proba-
1
bilité p, que B réponde a A vaut p, =27 2".

(A) Laprobabilité que A envoie une seule impulsion est de 50%.

(B) Laprobabilité que B réponde a A diminue a chaque étape.

(C) La probabilité que le composant B réponde a la 4¢ étape sachant qu’il a répondu a la
3¢ étape est 2_%4.

(D) La probabilité que I'’échange dure au moins deux étapes est de 2-(3+3) =27,

(E) La probabilité que I'envoi d'impulsions entre A et B ne s’arréte jamais est égale a 0.

Question 9

André joue a pile ou face avec une piece non truquée (la probabilité de pile comme de face
est 1/2). Si le tirage donne pile, alors André gagne 0,5 et si c’est face, il perd 1. Il peut jouer
autant de fois qu'’il le souhaite.

(A) André joue une seule fois. La probabilité qu’il gagne 0,5 est 1/3.

(B) André joue deux fois. La probabilité qu’il gagne 1 est de 1/4.

(C) André joue quatre fois et son gain total est de 0,5 . Dans ce cas, André a perdu exacte-
ment deux fois.

(D) André joue quatre fois. La probabilité que son gain total soit de 0,5 est de 1/4.

(E) Lespérance du gain pour un seul tirage est de —0,5 .
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Les questions 10, 11 et 12 ne doivent étre traitées que par les candidats de I'option
génie électrique.

Les questions 13, 14 et 15 ne doivent étre traitées que par les candidats des options
génie mécanique et génie civil.

Les questions qui ne correspondent pas a la section du candidat ne seront pas corri-
gées.

Question 10
Seulement pour les candidats de l'option génie électrique
On consideére les deux équations, a inconnues complexes respectivement z et Z :

22+ (-1+i)z+i=0, (E)
Zr+ (~1+0)Z%+i=0. (E")

On calculera le discriminant A € C de (E), et les racines carrées complexes +6 de A .
On en déduira les racines complexes z; et z, de (E), sous forme algébrique puis sous forme
polaire z; = rel?t et z, = rrel%, avec r; = 0 et r, = 0. Enfin, on en déduira les quatre racines
complexes de (E’), sous forme polaire.

1-1  —1+i

(A) Lesracines carrées complexes de —i sont - et 5
1-v3
(B) Les racines de (E) sont z; = (1-i)etz= 2\/_ 1-1i).
1+v3 1-v3
(C) Onar = \/_, 0,=-mldet rzz—\/_, 0, =-m/4.
V2 V2
~1+v3

1++v3
(D) Les modules des racines de (E’) sont \/ v3 et
V2 V2

. T b4
(E) Les arguments des racines de (E’) sont ry et ry + 7.

Question 11
Seulement pour les candidats de l'option génie électrique

Dansles questions 11 et 12, on considere c unréel de [0, 7] et f la fonction paire 27-périodique
telle que

1 si0<t<gc,
1) = .
F® { 0 sic<t=m.
On se propose d’étudier la série de Fourier de f. Cette série de Fourier sera notée
+00
Sf()=ap+ Y (ancos(nt)+bysin(no)).
n=1
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(A) Pour tout entier n=1,ona b, =0.

2c
(B) ag=—.

b4
(C) Sic=m,alorsag=1.

. 2sin(nc)
(D) Pourtoutentiern=1,onaa, =——.
nn
2¢ 1t 2sin(nc
(E) Lasérie de Fourierde festSf(t)=—+ Z 2sin(nc) cos (nt).
T fZ o nm

Question 12
Seulement pour les candidats de l'option génie électrique

Méme constante ¢ et méme fonction f qu’ala question 11.

c =Xsin(2nc)
A) Onas$ =—+ ) —.
(A) Ona Sf(e)=— n; —
+00 o3 6 _6
(B) Pour 0 < c < eten posant 0 =2c¢ on en déduit que Z sin(n0) - .

- 2
n=1
(C) D’apres la formule de Parseval, on a
1 T2 1 (Fo0 +00
= fz(r)dt:—(zai+zbi).
TJ-1r2 2\;> n=1

2 +00 s 2
c cC 2sin“(nc)
D) Ona—=—+Y — ——
) p A 2 ,;1 n?m?
tosin?(ne) cm—c
(E) Ona ) n(z ) _ (2 ).

n=1

Question 13
Seulement pour les candidats des options génie civil et génie mécanique

Dans un espace vectoriel E sur R de dimension 3 ayant une base % = (ej, e, €3), on
considere I'’endomorphisme f dont la matrice associée dans la base 28 est

1 01
A=1 01 0
1 01

(A) 1estune valeur propre de la matrice A.

(B) La matrice A est inversible.

(C) fle1+e3)=3(e1 +e3).

(D) Lamatrice A est diagonalisable.

(E) 1l existe une matrice diagonale D telle que A = PDP~! ou P est la matrice inversible

1 -1
P=(0
1

S = O
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Question 14
Seulement pour les candidats des options génie civil et génie mécanique

Dans l'espace affine euclidien R® de dimension 3, on considére le plan P; d’équation
cartésienne 2x — y + z =2 et le plan P, d’équation cartésienne y = z. On note D = P; N Py, et
on admet que D est une droite.

(A) Lesvecteurs n—{ =2,-1,1) et ﬁé = (0,1,—-1) sont respectivement des vecteurs normaux
aux plans P; et P,.

(B) Les plans P; et P, sont perpendiculaires.

(C) Levecteur 7 = (0,2,2) est un vecteur directeur de D.

(D) Une représentation paramétrique de la droite D est :

x=1
y=1+2t , outelR.
z=1+2t
. . 3 |2x—y+z—2|
(E) Ladistance de tout point M(x, y,z) de R° au plan P; est d(M, Py) = T

Question 15
Seulement pour les candidats des options génie civil et génie mécanique

Le plan est rapporté a un repere orthonormé (O; 7, j). On considere la courbe I' de repré-
sentation paramétrique

=sin(2t
{x SIn(27) ,avec t € [0,2m]

¥y = cos(1)
(A) LacourbeT est symétrique par rapport a I'axe des ordonnées.
(B) Le vecteur

( sin(21) )

—cos(?)
est un vecteur directeur de la tangente a la courbe I' au point de parameétre ¢.
. N T .
(C) Latangente ala courbe I" au point M de parametre ¢ = 1 est horizontale.

(D) Lareprésentation graphique suivante est celle de I':

y

(E) Une équation cartésienne de la courbe I est x> = 4y?(1 — y?).
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