M athZmatiques

DurZe: 3 heures.- Coefficient : 3

L es exercices sont indZpendarts.
La calculatrice pasonnelle est interdite.

Exercice 1

Rappd: lafondion actan est unebijection drictement croissante de]! B [ vers
}—E,E[ , sadZivZe vifie arctan!(x) zzi et ! x" R, tan(arctan(x)) = x
2 2 x“+1

Soit un entier k >0 fixZet lesfondions f, , g, dZiniessur ! pa:

f :x! arctan(x+kr) & g, (x)=f (x)—x.
1) Calculer f)(x)et montrer que ! x>0, 0 < f(x) # $, <lpourunecondante !/ ~
calculer en fonction dek. 5 N N 3
2) ftudier les variationsde g, sur [0,+o<[ . En d4luire I@xistence dQn unguerZel

I %%; solution del@quaion !, = £,(!,).

3) On dZinit lasuiterZdle (u,),., pa u, =0, & ¥Yn>1 u, =f(u,_,).
a Montrer queO! ", #u, ! $ (", #U.,) .
b- En diuire que limu, =#,
c- Pourk=1, dZerminer npourque/," u, <10™

4) Montrer quekllirr] # :g (comparer f,(0) et !, ).

5) Montrer que! x>0, E#arctan(x) = arctangéz . En d&luire ques on pog

" "

1 % " 1o
I =—#$., dors arctang— ctang—.
(=5 # 8 dors adtang e U (ardtang g

6) Donne un Zquivalent de 7, lorsquek tend vers +!  ( Sexprimant smplement en
fondion dek).

Exercice 2 )
Les deux parties de cet exercice sont largement indZpendantes.
Partie
10 0 g%
Soient deux rZels p et g. On conddere lamatrice N telle que: N = ﬁl 0 pg
"0 1 0%
1) Calculer le polyn™ra caractZistique P, (x) delamatrice N.

On rappdle qu'un poynThe P(x) admet uneracine X, doubk sil existe un poyn™ra
Q(x)tel que: P(x)=(x! x,)°0(x) avec Q(x,)=0.
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2) Montrer ques x, est uneracine doubk de P(x) dors x, est aussi uneracinedu
polyn™radZivZ P!(x).

On wuppo® qu'il existe un iZel ! racine doubk du plyn™ e caractZistique P, ().
3) Montrer quenZcessairement p et ¢ doivent vZifier larelation R) 4p° =274 .

4) DAerminer les plus pdits entiers postifs p et g qui vifient (R)

Partiell
10 0 2%
Dans cette partie on pendsp=3 et q=2. Lamatrice N est doncici N = ﬁl 0 33
"0 1 0%

1) DZerminer le polyn™he caractZistique P, (x) de cette matrice N.

2) DAerminer lesracines !, e !/, du poyn™ra P, (x) U1, etant laracine nZgdive.
PrZciser leurs multiplicitZs. 5§

3) DZerminer unebase deE, , sousespace propre de N assodZ” lavaeur propre /.

4) DZerminer unebase deE,, sousespace propre de N assodZ” lavaeur propre /.
5) Quédles sont les dimensionsdes sousespaces propres E, e E,. Lamatrice N est-elle
diagondisable ? (On prZcisera pouiquoi.) §

6) On poe M =N+1 o0° | est lamatrice del'identitZ

a) Calculer P:éM2

b) Calculer les valeurs propres et unebase des sous-espaces propresde P.
c) Montrer que P est lamatrice d'uneprojection.
d) PrZiser les sousespaces images et noyau dela matrice P.

Exercice 3

On rappdle que les fonctionsch, s ont dAinies par

el e

ch(x) =2 +2e' ,sh(x)= 5 ,equee” =("1)"

On conddere lafondion 2! -pZiodiquedZinie sur [-! ,+! [ par f(x)=e¢" Saskiede

Fourer est S(x)=a, +2,(an cos NX+ b, sin Nx).

n=1

1) Calculer a, . Donng son expression” I'aide de sh(r).
2) Donne ure primitive delafondion x— '™ . Onpoe d =a +i b, . Caculer
les coefficients d,, a, , b, en fondion deq, & n.
3) Judtifier quela somme dela sZie S(x) existe pourtout x , & donne sa vaeur pour
x & |-, +x[ . Cculer S(!') et donne son expression " l'aidede f(x).
4) Calculer Z% en fondion de 1)

“1+n sh(!)
5) Applique 1@dentitZ de Parseval et retrouve ainsi la somme calculZe en 4).
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Exerciced
Soit 7 le plan muni d'un epsre orthonomZ R =(O;i J) On congdere lacourbel de

! 28
o _owl=mg v
reprZsentation paamarique o Les points de cette courbe seront notZs
(1) ==

£\
M (t) en prenantt dans R U{! } avec la convention queM (! ) correspond " lalimite
de x(¢) et y(t) en +' out~
1) Montrer quela courbe L admet unesymarie centrale pa rappott ™ O.

1 "y o
2) En changeantt en n montrer quela courbelL admet uneautre symarie et qu'ans on

peut rZduire I"’Audedela courbe aux t de l'intervalle [0,1]
3) Donne le tableau de variation cnjoint des fondionsx et y sur l'intervalle [0,1]

4) Donne sur votre copie le tableau de vaeurs ci-dessousrempli en Zrivant les
rZsultats sousla forme de fractions Zrites le plus smplement possible:

t 0 112 | 1743 ] 1
x(t)
¥(1)
x!(t)
y(2)
y(t)

5) PrZciser lalimite de quandt tend vas 0, pus quandt tend vas +eo

X(t)
6) ReprZsenter graphiquement la coutbe L dansle repere orthonomZ R . (Choisir la
longueir unitZ assez grande, del'ordre de8 ~ 10cm). On placera les points M(O),

M (1/2), M(l/(‘/g), M (1) and queles tangentes en ces points. On donned/3! 1,3
1
73

parametre sur l'intervalle [0,1]
On congddere I'application f du pbn privZdel'originedansle plan quiau pant M de

et I'0,76. Sur cette courbe on surligneala partie correspondant aux vdeurs du

! X
- . ﬁ = X2+ Y
coordonn#s (x,y) assode le point N decoordonns ( X,Y ) avec : *
#y=_7
g X2 + y2

7) DZerminer I'ensemble C des points invariants de cette transformation, c'est ~ dire les
points M du pbn tels quef(M) = M.

8) Donne ure reprZsentation paamzrique (X (7),Y (t)) del'imagepa fde £ = £\{0}
(LacourbeL privZe del'origine du epere)

9) Caculer X(r)xY(¢) e en d&uire lanaure dela courbe image
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