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MathŽmatiques  
DurŽe : 3 heures.- Coefficient : 3 

Les exercices sont indŽpendants. 
La calculatrice personnelle est interdite. 

 

Exercice 1 
Rappel: la fonction arctan est une bijection strictement croissante de ! " ,+"] [  vers 
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, sa dŽrivŽe vŽrifie arcta !n x( ) =

1
x
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 et 

 
! x " !, tan arctan x( )( ) = x  

Soit un entier k > 0 fixŽ et les fonctions fk  , gk dŽfinies sur  ! par: 

 fk : x ! arctan(x + k! )  et  gk (x) = fk (x) ! x . 
1) Calculer !fk (x)et montrer que ! x > 0, 0 < "fk(x) # $k <1pour une constante ! k ˆ  
calculer en fonction de k. 
2) ƒtudier les variations de gk sur [0,+![ . En dŽduire lÕexistence dÕun unique rŽel 

! k " 0,
#
2

$
%&

$
%&

 solution de lÕŽquation ! k = fk (! k ) . 

3) On dŽfinit la suite rŽelle 
 
(u

n
)
n!!

 par u0 = 0, et  !n "1, un = fk(un#1) . 
a- Montrer que 0 ! " k # un ! $k(" k # un#1)  .  
b- En dŽduire que lim

n! +"
u
n

= #
k
 

c- Pour k=1, dŽterminer n pour que ! 1 " un <10" 15  

4) Montrer que lim
k! +"

#k =
$
2

 (comparer fk(0)  et ! k  ). 

5) Montrer que ! x > 0,   
"
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# arctan(x) = arctan
1
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. En dŽduire que si on pose 
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6) Donner un Žquivalent de !
k
lorsque k tend vers +!  ( s'exprimant simplement en 

fonction de k). 
 

Exercice 2 
Les deux parties de cet exercice sont largement indŽpendantes. 

Partie I 

Soient deux rŽels p et q. On consid•re la matrice N telle que : N =

0 0 q

1 0 p

0 1 0
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1) Calculer le polyn™me caractŽristique PN x( )  de la matrice N. 

On rappelle qu'un polyn™me P x( )  admet une racine x0  double s'il existe un polyn™me 

Q x( ) tel que : P x( ) = x ! x0( )2
Q x( )  avec Q x0( ) ! 0. 
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2) Montrer que si x
0
 est une racine double de P x( )  alors x

0
 est aussi une racine du 

polyn™me dŽrivŽ !P x( ) . 

On suppose qu'il existe un rŽel !  racine double du polyn™me caractŽristique PN x( ) . 

3) Montrer que nŽcessairement p et q doivent vŽrifier la relation (R) 4 p3 = 27q2 . 
4) DŽterminer les plus petits entiers positifs p et q qui vŽrifient (R) 

Partie II  

Dans cette partie on prends p=3 et q=2. La matrice N est donc ici N =

0 0 2

1 0 3

0 1 0
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1) DŽterminer le polyn™me caractŽristique PN x( )  de cette matrice N. 

2) DŽterminer les racines ! 1  et ! 2  du polyn™me PN x( )  ü!1  etant la racine nŽgative. 
PrŽciser leurs multiplicitŽs. 
3) DŽterminer une base deE

1
, sous-espace propre de N associŽ ˆ la valeur propre ! 1 . 

4) DŽterminer une base deE2 , sous-espace propre de N associŽ ˆ la valeur propre !
2
. 

5) Quelles sont les dimensions des sous espaces propres E1  et E2 . La matrice N est-elle 
diagonalisable ? (On prŽcisera pourquoi.) 
6) On pose M = N + I  o• I  est la matrice de l'identitŽ. 

a) Calculer P =
1

9
M 2  

b) Calculer les valeurs propres et une base des sous-espaces propres de P. 
c) Montrer que P est la matrice d'une projection. 
d) PrŽciser les sous-espaces images et noyau de la matrice P . 

 

Exercice 3 
 
On rappelle que les fonctions ch, sh   sont dŽfinies par 

ch x( ) =
ex + e! x

2
,sh x( ) =

e
x ! e! x

2
, et que eni!

= " 1( )
n  

On consid•re la fonction 2! -pŽriodique dŽfinie sur [-! ,+! [ par f (x) = ex  Sa sŽrie de 

Fourier est S(x)=a0+ (an cos nx+ bnsinnx)
n=1

+!

" . 

1) Calculer a
0
. Donner son expressionˆ l'aide de sh !( ) . 

2) Donner une primitive de la fonction  x! ex(1+i  n) . On pose dn = an + i  bn  . Calculer 
les coefficients d

n
, an  , b

n
 en fonction de a

0
 et n . 

3) Justifier que la somme de la sŽrie S(x) existe pour tout x , et donner sa valeur pour 
x! "# ,+#] [ . Calculer S(! )  et donner son expression ˆ l'aide de f (x) . 

4) Calculer 
1

1+ n2n=1

!

"  en fonction de 
ch(! )
sh !( )

. 

5) Appliquer lÕidentitŽ de Parseval et retrouver ainsi la somme calculŽe en 4). 
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Exercice 4 
Soit  P  le plan muni d'un rep•re orthonormŽ 

  
R = O;

!
i ,

!
j( ) . On consid•re la courbe L de 

reprŽsentation paramŽtrique 
x t( ) =

2t 3

t
4 +1

y t( ) =
2t

t
4 +1
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 . Les points de cette courbe seront notŽs 

M t( ) en prenant t dans  ! " !{ }  avec la convention que M !( )  correspond  ̂la limite 

de x t( )  et y t( )  en +!  ou ! "  

1) Montrer que la courbe L admet une symŽtrie centrale par rapport ˆ  O. 

2) En changeant t en 
1
t

 montrer que la courbe L admet une autre symŽtrie et qu'ainsi on 

peut rŽduire l'Žtude de la courbe aux t de l'intervalle 0,1[ ]  

3) Donner le tableau de variation conjoint des fonctions x et y sur l'intervalle 0,1[ ]  
4) Donner sur votre copie le tableau de valeurs ci-dessous rempli en Žcrivant les 
rŽsultats sous la forme de fractions Žcrites le plus simplement possible: 
 

t 0 1/ 2 1/ 34  1 

x t( )      

y t( )      

!x t( )      

!y t( )      

5) PrŽciser la limite de 
y(t)
x(t)

 quand t tend vers 0, puis quand t tend vers +!  

6) ReprŽsenter graphiquement la courbe L dans le rep•re orthonormŽ  R . (Choisir la 

longueur unitŽ assez grande , de l'ordre de 8 ˆ 10 cm). On placera les points M 0( ) , 

M 1/ 2( ) , M 1 / 3
4( ) , M 1( )  ainsi que les tangentes en ces points. On donne  34 ! 1,3 

et 
 

1

34
! 0,76. Sur cette courbe on surlignera la partie correspondant aux valeurs du 

param•tre sur l'intervalle 0,1[ ]                                       
On consid•re l'application f du plan privŽ de l'origine dans le plan qui au point M de 

coordonnŽes x,y( )  associe le point N de coordonnŽes X,Y( )avec : 

X =
x

x2 + y2

Y =
y

x2 + y2
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7) DŽterminer l'ensemble C des points invariants de cette transformation, c'est ˆ dire les 
points M du plan tels que f(M) = M. 
8) Donner une reprŽsentation paramŽtrique X(t),Y (t)( )  de l'image par f de 

 
L
! = L ! O{ }  

(La courbe L privŽe de l'origine du rep•re) 
9) Calculer X(t) !Y (t)  et en dŽduire la nature de la courbe image. 


