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MathŽmatiques  
DurŽe : 3 heures.- Coefficient : 3 

Les trois problèmes sont indépendants. 
La calculatrice personnelle est interdite. 

 
 
 
 

Probl•me 1 
 

Soient les intŽgrales I (x) =
t x!1

1+ t0

1

" dt  avec 0 < x <1 et J =
ln(t)
1+ t

dt
0

1

! . 

1) ƒvaluer (! 1)k
k=0

n! 1

" t k  , dŽduisez-en une expression de 
1

1+ t
 incluant cette somme. 

2) Montrer que lÕintŽgrale I (x)  est convergente. 

3) Montrer que I(x) =
(! 1)k

k + xk=0

n ! 1

" + R
n
(x)  et donner lÕexpression intŽgrale de R

n
(x) . 

4) Montrer que Rn(x) !
1
n

. En dŽduire que la sŽrie 
(!1)k

k + xk=0

"

#  est convergente, et que 

I (x) =
(! 1)k

k + xk=0

"

#  

5) a- Montrer que pour tout entier naturel k, t
k

0

1

! ln(t)dt =
"1

(k +1)2   

b- Montrer que J =
(!1)

k

k
2

k=1

n

" +T
n
  avec  T

n
= (!1)

n
t
n

ln(t)

1+ t0

1

# dt  

c- Montrer que |T
n

|!
1

(n +1)2 , en dŽduire que J =
(!1)

k

k2k=1

"

#  

d- Sachant que S =
1

n
2

n=1

!

" =
#
2

6
 , montrer que J = !

" 2

12
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Probl•me 2 
 

Partie I 
On consid•re lÕensemble des matrices ˆ  coefficients complexes,    M 2

(! ) .  

On note I  et J les matrices :  

I =
1 0

0 1

!
"#

$
%&

    J =
0 1

!1 0

"
#$

%
&'

 

I.1) Calculer J2 .  
I.2) DŽterminer les valeurs propres et les vecteurs propres (ˆ  coefficients complexes) de la 
matrice J.  

On consid•re lÕensemble  E  des matrices de 
   M 2

(! ) de la forme M = aI + bJ  o•  a et b sont 

des nombres complexes.  

I.3) Calculer M2  et M 3 . 
I.4) a- Montrer que si X est un vecteur propre pour la matrice J , alors X est aussi un vecteur 
propre de toute matrice M de  E .  
b- DŽterminer les vecteurs propres et les valeurs propres ( que l'on exprimera en fonction de a  
et b ) dÕune matrice M de  E .  

c- Les matrices de  E  sont-elles diagonalisables dans 
   M2(!) ?  

I.5) Calculer M n pour n entier naturel.  
 

Partie II  
 
Soient !  et !  deux rŽels non nuls. On note f1  et f2  les fonctions numŽriques rŽelles dŽfinies 

par :     f1 x( ) = cos ! x( )e" x      f
2

x( ) = sin !x( )e"x   

 F dŽsigne lÕensemble des fonctions : 
     
F = f f = !

1
f
1
+ !

2
f

2
, ! 1,! 2( ) " !2{ }  

II.1) Montrer que  F  est un espace vectoriel.  

II.2) Montrer que 
    
B = f

1
, f

2( )  est une base de  F . 

II.3) Donner la dimension de  F .  
On consid•re lÕapplication !  dŽfinie sur  F  qui a  f associe !f  , fonction dŽrivŽe de f .  
II.4) Montrer que !  est un endomorphisme de  F .  

II.5) Donner la matrice M de !  dans la base  B .  

II.6) !  est-elle une application bijective de  F  vers  F  ? Si oui donner M !1 .  

II.7) Donner un triplet  r, s,t( )  de   !
3  tel que rM 2 + sM + tI = O ou O  dŽsigne la matrice 

nulle de    M2
(!) .  

On peut remarquer que M ! " I = #J  et utiliser le rŽsultat de I.1  
II.8) Montrer que toutes les fonctions de  F  vŽrifient une Žquation diffŽrentielle linŽaire du 
second ordre que vous donnerez.  

II.9) Donner dans  F   lÕunique primitive F  de la fonction    f = ! 1 f1 + ! 2 f2
. 

II 10) En utilisant ce qui prŽc•de, calculer l'intŽgrale (4 cos 3x( )e4 x ! 3sin 3x( )e4 x
)dx

0

" /2

#  
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Probl•me 3 
 
 
On consid•re les fonctions x et y de  !  vers  !  dŽfinies par : 

x(t) = sin2
t  et y(t) = 1+ cost( )sint  

1) Montrer que x et y sont pŽriodiques de pŽriodes ˆ  prŽciser.  
2) PrŽciser les paritŽs de x et y. 
3) Donner le tableau de variation conjoint des fonctions x et y sur l'intervalle 0,![ ]  
4) Donner sur votre copie le tableau de valeurs ci-dessous rempli : 
 

t 0 ! / 3 ! / 2  2! / 3 !  

x t( )       

y t( )       

!x t( )       

!y t( )       

5) PrŽciser la limite de 
y(t)
x(t)

 quand t tend vers 0, puis quand t tend vers !  

 

Soit  P  le plan muni d'un rep•re orthonormŽ 
 
O;

!
i ,

!
j( ) . On se propose d'Žtudier et de tracer la 

courbe !  paramŽtrŽe par :  

  

! ! P

t " M t( ) = sin2 t, 1+ cost( )sint( ) = x(t),y(t)( )  

6) On appelle  ! 0
  la partie de la courbe !  obtenue en prenant t dans l'intervalle 0,![ ] . 

ReprŽsenter sur une figure la courbe 
 
!

0
 en pla•ant avec soin les points correspondant aux 

valeurs 0, ! / 3 , ! / 2 , 2! / 3, !  de t , ainsi que les tangentes ˆ  la courbe en ces points (On 

peut prendre  3 ! 1,7 ). 

7) Montrer que !  s'obtient ˆ  partir de  !0
 ˆ  l'aide d'une symŽtrie ˆ  prŽciser. 

 
Pour  t !!  on note M1 = M t( )  et M

2
= M ! + t( ) .  

 

8) DŽmontrer que pour tout t  de  ! , les vecteurs  OM1

! "!!!
 et 

 
OM2

! "!!!!
sont orthogonaux. 

9) DŽterminer une reprŽsentation paramŽtrique de lÕensemble  C  des milieux des segments 

M
1
,M

2[ ]quand t varie. On notera X(t),Y(t)( )  cette reprŽsentation paramŽtrique de  C  

10) Calculer X(t) !
1
2

"
#$

%
&'

2

+Y 2(t)  sous une forme simplifiŽe. En dŽduire une Žquation 

cartŽsienne de  C . PrŽciser la nature de  C .  

 

§§§ 


