M athZmatiques

DurZe: 3 heures.- Coefficient : 3

Les trois problemes sont indépendants.
La calculatrice personnelle est interdite.

Probleme 1
. . 1t 1In(t)
Soient lesintZgrales 1(X) = J.Omdt avec0<x<let J= !Omdt.

n'1

. 1
1) fvaluer "' (1 D*t* , dZduisez-en une expression de Ir: incluant cette somme.
t

k=0
2) Montrer que I@ntZgrale 1(X) est convergente.
n!'l | 1 k . .
3) Montrer que I(x)="" 5{ ) + R, (x) et donner I@xpression intZgralede R, (x).
v k+x

1 § . & (DX
4) Montrer que |R, (X)| < =. En dZduire que lasZie Y. ( +) est convergente, et que
n K+ X

" k
o=t

koo K+ X

-1
5) a Montrer que pour tout entier naturel k, I:r" In(t)dt = W
+
t" In(z
+T. avec T, = (—1)"]1—11( )i
0 1+1

1 . = (—1)*

c- Montrer que | T, |< ——= , en dZduire que J :Z( 2)
(n+1) ~ k

> 1 7 "2

d-Sachantque S= Y — =— ,montrerque J =! —

q an p q 2

n (_1)k
b- Montrer que J = 2 B
k=1

n=1
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Probleme 2

Partie |
On considere |@nsemble des matrices ~ coefficients complexes, M ().

Onnotel et J lesmatrices :
[= 1 0 j- 0 1
“lo 1 -1 0
1.1) Calculer J°.

1.2) DZerminer les valeurs propres et les vecteurs propres (" coefficients complexes) de la
matrice J.

On considere I@nsemble E des matrices de M ,(! )delaforme M =al +bJ o aet b sont
des nombres complexes.

1.3) Calculer M* et M°.

I.4) & Montrer que si X est un vecteur propre pour lamatrice J , alors X est aussi un vecteur
propre de toute matrice M de E .

b- DZxerminer les vecteurs propres et les valeurs propres ( que I'on exprimera en fonction de a
etb) d@ine matriceM de /£ .

Cc- Lesmatricesde E sont-elles diagonalisables dans M, (C) ?
1.5) Calculer M " pour n entier naturel.

Partiell

Soient / et ! deux rZelsnon nuls. Onnote f, et f, lesfonctions numzZiques rZelles dZinies
par: f(x)=cos(!x)e”*  f,(x)=sin(Bx)e™

F dZsigne | @nsemble des fonctions:: T:{f‘f: I, +!2f2,(!1,!2)" Rz}

[1.1) Montrer que F est un espace vectoriel.

11.2) Montrer que B = ( f, fz) est une basede F .

[1.3) Donner ladimension de 7 .

On considere |@pplication ¢ dAiniesur F qui a fassocie f! , fonction dZrivZe def .

[1.4) Montrer que ¢ est un endomorphisme de 7 .

[1.5) Donner lamatrice M de ! danslabase 5.

11.6) ! est-elle une application bijectivede F vers F ?Si oui donner M ™"
11.7) Donner un triplet (r,s,t) de ! * tel que rM* +sM +tl =0 ou O dZsigne lamatrice

nullede M, (C).

On peut remarquer que M ! " | = #J et utiliser lerZsultat del.1

11.8) Montrer que toutes les fonctionsde F vZrifient une Zquation diff Zrentielle linZaire du
second ordre que vous donnerez.

11.9) Donner dans F  1@nique primitive F delafonction f = U AR
"2

11 10) En utilisant ce qui prZcede, calculer 'intZgrale #£ (4 cos(3x)e™ ! 3sin(3x)e*)dx
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Probleme 3

On considere lesfonctionsx et y de R vers R dZfinies par :
x(r) =dn’t et y(t) =(1+ cost)sint
1) Montrer que x et y sont pZriodiques de pZriodes ™ prciser.
2) PrZciser lesparitZsdex et y.
3) Donner le tableau de variation conjoint des fonctions x et y sur l'intervalle [0,! ]
4) Donner sur votre copie le tableau de valeurs ci-dessous rempli :

{ 0 [ #/3|//2 [20/3| =
x(t)
y(t)
X' (t)
yi(t)
y(t)

5) PrZciser lalimite de E guand t tend vers 0, puis quand t tend vers !
X

Soit P le plan muni d'un repere orthonormZ (O; i j ) . On se propose d'Zudier et de tracer la

courbe ! paramarZe par :
R! P

tr> M (t) = (sin?t,(1+ cost)sint) = (x(t), y(t))
6) On appelle ! | lapartiedelacourbe ! obtenue en prenant t dans l'intervalle [07:]

ReprZsenter sur une figure la courbe ! , €n plasant avec soin les points correspondant aux
vaeursO, ! /3,1 /2,2! /3, n det, ainsi quelestangentes” la courbe en ces points (On
peut prendre J3rg, 7).

7) Montrer que ! sobtient ™ partir de ') ~ I'side d'une symzrie ™ prZciser.

Pour te! onnote M, =M (t) et M, =M (! +t).

8) DZmontrer que pour tout t de ! , lesvecteurs OM,; et OM,, sont orthogonaux.

9) DZterminer une reprZsentation paramzrique de |@nsemble C des milieux des segments
[M,,M, |quand t varie. On notera ( X(t),Y(t)) cette reprZsentation paramZrique de C

" 19 . . .
10) Calculer ﬁX(t) ! Ec‘f +Y?(t) sous une forme simplifiZe. En dZduire une Zquation

cartZsiennede C . PrZciser lanature de C .

$§§
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