M athZmatiques

DurZe: 3 heures.- Coefficient : 3

L es trois proble mes sont indZpendarts .
La aalculatrice personnelle est interdite.

Probleme 1

On congdere I'Zqudion dffZrentielle sur ]0,+! [ :
(E)  XCyl(x)+4xyl(x) + (2D x*)y(x)=1
@ DZerminer toutes les solutionsrZelles del'Zguation diff Zrentielle ul!(x)Du(x)=0

@ sur 10intervalle |0,+! [ on effectue dans (E) le changement de fondion y(x)= Z)(();). Que

devient cette Zyjuation gres ce changement?

® On se propog de montrer que (E) admet une unigque solution dAseloppale en sZie entiere

autour del'origing, noiZe y,, e dedZerminer cette sZrie entisre. On pog y,(x) = a, + Y, a,x*
k=1

a) Dzerminer a, € a
b) Pour n! 2 donne unerelation derZcurence entre a, €t a,,,. [ On pensera” factoriser
n°+3n+2]

0 En dAluire a, en fondion den.
@ DZerminer le rayon de convagence dela sZie entisre qui apou somme v, .

® Exprimer y, ~ l'aide de fondions "classiques’. [ Indication: on dZerminera d@bord

|@xpression de x?y,(x) +1]
® DZduire dece qui prZce de |@nsemble des solutionsde (E)

@ DZerminer les solutions de (E) admettant unelimite ~ droite en O.



Probleme 2

Partie 1
Soit h un iZel fixz, AZment del'intervalle ]0,! |et lafondionf pdre e de pZiode 27z vZifiant :

f(t):%site[O,h]etf(t):Osite]h,n]

@® D2erminer lasZrie de Fourier def et montrer qu@lle convage On noke:

S(t)=a,+ i(an cos(nt)+ b, sin(nt)) et dzerminer ce dZveloppement.

n=1

@ Calculer f(0). En dZduire lavaeur de A= 231n§]nh)
n=1
o . . sn(2nh) .
® Que vaut sf(h) (juifier ce rZsultat). En d4luire lavaleur de B = |@idede sf(h).
n=1 n

s = (-1)
@ En prenant h=— , dZduirede A lavaeur C = 2
2 “2k+1

o a2 h
® Trouver, gr&e " laformule deParseval, lavaleur D:zsn (nh)

2
n=1 n

T - = 1 =1
® En prenant h ==, dduiredeD lavadeur E= Y ——— , @ puislavaleur F= Y —
P 2 gg(zk+1)2 P nzzznz

Partie 2
h est maintenant un iZel del'intervalle }Og} lafondion g est pare, depZiode 2! vzifiant:

() Co0s
g(t)_Zh(l 2h)s1te[0,2h]etf('[) 051te]2h,7r]

@ Dzerminer la sZrie de Fourier deg et montrer qu@lle converge. On noe:

#
sg)=!,+$ (!, cos(nr)+ " sin(nt)) et dZerminer ce dZveloppement. [Indication: On

n=1

exprimera 1! cos(2") " IGidede sin®/ ]

! 4
" h
@ Trouver, g&ee " laformule deParseval, lavaleur de G = Sn (4n )
n=1 n
Hi i |: 1 . =1
® En prenant h =2 | dZuire de G lavaeur de H = ——, puslavdeurde K =) —
2 k=0 (2k+1) n=1 1



Probleme 3
M (!') d&ignel@nsemble des matrices carrZes dedimensionn " coefficients complexes.
On dit qu@nematrice K est unematrice scalaire Qi existe un nonbre complexe k tel que
K =4I, o* |, estlamatrice de I@dentitZde M (! )
On dit qu@nematrice A ala propriAZdeDirac s A” est unematrice scaaire.

On noe tr(M) latrace dela matrice M, c'est-"-dire la somme de ses 4Zments diagonaix.
On noe det(M) le dZerminant dela matrice M.

Partie 1
Dans cette partie, onconsidere les matrices de M, (! )
1i) Montrer que YM € M,(C) M? —te(M)M +det(M)I, =0

2i) Montrer ques lamatrice A asatrace nulle dors lamatrice A posscde la propriAZ de Dirac.

3i) Montrer qu@nematrice A qui a la propriZZ de Dirac est unematrice dontla trace est nulle ou
unematrice scalaire.

4;) Montrer que |@nsemble des matrices de M,(C) dontlatrace est nulle, ensemble notZ D,, est
un sousespace vectoriel de M, (C) Donne ladimenson deD, .

5i) Soient les matrices : J _"1 0% "0 1% _"0 1%
| . _% | ' _ﬁ ! _ﬁ ]
& 1 0& 11 0&

a) Montrer que(J,K L) est unebasedeD,,
b) Si A=xJ+yK+2 . Caculer A* en fondiondexy,zet I, .
Partie 2

Dans cette partie on ongdere lesmatricesde M (! )

1) Montrer ques A est unematrice qui vZifie la propri2Z deDirac avec A* non nule dors
g A est inversible,
b) A vZifie aussi la propriAZ deDirac
9 A n@au plus quedeux vdeurs propres.
2i) Montrer ques A, B e A+B vZifient la propriAZ de Dirac dors la matrice AB+BA est scalaire.



Partie 3

Dans cette partie on conddere les matricesde M, (! ) e plus paticulierement les matrices:

" 00 0% "0 O 1 0% "0 O 1 00%
$0 1 0 o $0 0 o0 1 $o 0 o 11
M=% = P=9%
$0 0 'l 0 g1 0 0 O gl 0 0 O
$0 0 0 112 ®0 11008 #0110 o0&

et A=3M +2N+2P
1;) Cdculer M?,N?,P?. Montrer que MN+NM =MP+PM =NP+PN =0

2j) On congdere le sousespace vectoriel D des matrices delaforme H = xM + yN + zZP . Montrer
quetoutes les matrices de D, ontla propri2Zde Dirac. En dZduire A”.

3j) DZmontrer quesi  est unevaleur propre de A alors nZcessairement ne peut prendre que
deux vaeurs rZelles que |@n dZermingra

4;) @) DZAerminer tousles sousespaces propres delamatrice A .

b) Donne unematrice U inversible e unematrice D diagonde tellesque A = UDU'' .



